BAI TOAN THIET DIEN TRONG HiNH HOC KHONG GIAN

BAI TOAN THIET DIEN

Bai toan xéac dinh thiét dién ctia mot hinh chdp, mot hinh ling tru khi cit bdi mot mit phang gin
lién véi cac cach xac dinh mot mat phang trong khong gian. Theo do, ¢o cac cach thuong gap sau
dé xac dinh mot mat phang trong khong gian:

Mit phang dugc hoan toan xéac dinh khi biét n6

di qua ba diém khong thang hang;

di qua mot diém va chira mot dudng thang khong di qua diém do;

chtra hai dudng thing cit nhau.

chira hai duong thang song song;

di qua mot diém va song song v4i mot mit phang khac;

di qua mot diém va song song véi hai dudng thang cit nhau hodc chéo nhau.
di qua mot diém va vudng goc véi mot duong thang khac;

chtra mot dudng thang va vudng goc véi mot mit phang khac.

e A o e

O bai nay, chung t61 xin gidi thiéu 3 loai todn xac dinh thiét dién ctiia mot hinh khong gian cit boi
mit phang (a) trong cac trudng hop:

1. Mit phing (&) xac dinh béi ba diém phén biét khong thang hang.
Déi véi loai toan nay, chung t6i gidi thiéu 2 phuong phap dé xac dinh thiét dién 1a phuong phéap
giao tuyén gdc va phuong phap phép chiéu xuyén tam.

1.1. Phuong phap giao tuyén goc (Trace method)
e Xic dinh giao tuyén d ciia mit phang () v6i mot mat H cta hinh chép, hinh ling try
(thuong la voi mat day).
e Tim cic giao diém cua giao tuyén d véi cac canh, duong chéo ctia mit 3.
e Céc giao diém nay thudc mit day nhung ciing thudc vao cac mat bén cta hinh 3. Tir cac
giao diém nay, chung ta s& xac dinh dugc giao tuyén cta (@) va cdc mat con lai cta hinh
chop. Tir d6 dung duoc thiét dién.

Vi du 1. Cho hinh chép S. ABCD c¢6 day khong 1a hinh thang.
Gia sit M 1a mot diém trén SD, xac dinh thiét dién cta hinh
chop khi cit bai mat phang (ABM).

Huéng din.

e RO{ rang rang giao tuyén ctia mit phang (ABM) voi
mit day (ABCD) 1a dudng thang AB, nén chung ta lya
chon duong thang AB lam giao tuyén gdc.

e Tiép theo, ta xac dinh cac giao diém cua dudng thang
AB véi céc canh cua day, néu khong dugc thi s€ st
dung dén giao diém vé6i duong chéo. Vi tir giac ABCD
khong 13 hinh thang nén kéo dai hai dudng thang AB
va CD thi chiing s& cat nhau, gia sir 1a diém 1.
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e Lic nay, duong thing IM nam trong mit phang (SCD) nén né sé& cat duge duong thang
SC, gid su cit tai diém N.

e Thay ngay, mit phang (ABM) lan luot cit cac mit cua hinh chop S. ABCD theo cac giao
tuyén tao thanh mét tr gidc 14 AMNB nén thiét dién chinh 13 t giac AMNB.

Vi du 2. Cho ttr dién ABCD ¢6 M, N 1a trung diém ctia AB, CD. Gia st P 1a mot diém nam trén
canh AD nhung khong 13 trung diém. Xac dinh thiét dién ctia mat phang (MNP) va tir dién?

Huwéng din. Ching ta lya chon MP 14 giao tuyén gdc. Trong miat phang (ABD), kéo dai MP cit
BD tai E. Trong mit phang (BCD), ndi EN cat BC tai Q. Thiét dién 1a t gisc MPNQ.

Vi du 3. Cho hinh chép S. ABCD c6 diém M 1a trung diém SC, N 1a mot diém trén canh SD sao
cho SN < DN. Xéc dinh thiét dién ciia hinh chop khi cat boi mit phang (AMN).

Hwéng din. Ching ta lya chon MN 1am giao tuyén goc. Trong mit phang (SCD), kéo dai MN
cat CD tai P. Trong miat phang (ABCD), ndi AP cit BC tai Q, tuy thudc vao vi tri diém Q nam
trong hay ngoai doan BC ma ta duoc thiét dién 13 nhu trong 2 hinh vé& sau day.
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Vi du 4. Cho hinh chép S. ABCD cé day 1a hinh binh hanh. Goi M, N, P lan lugt 13 trung diém cia
BC,CD va SA. Xac dinh thiét dién cua hinh chép va mit phang (MNP).

A

I

Huoéng din. Ching ta chon MN lam giao tuyén gdc. Trong mit phang (ABCD), kéo dai MN cat
AB, AD lan luot tai J, I. Trong mit phing (SAD), goi giao diém cta PI va SD 1a 0. Trong mit
phang (SAB), goi Q 1a giao diém ciia PJ va SB. Thiét dién 1a ngii gi\c MNOPQ.

Vi du 5. Cho hinh chép S. ABCD cé day 1a hinh binh hanh. Goi M, N, P lan lugt 1a trung diém cia
CD, BC va SB. Xac dinh thiét dién ctia hinh chop va mit phang (MNP).

Huwéng din. Trong mit phang (ABCD) goi 0, K lan luot 13 giao diém cia MN véi AB va AD.
Trong mit phang (SAB) goi Q 1a giao diém ctia SA va PO. Trong mit phang (SAD) goi R 14 giao
diém ctia QK va SD. Thiét dién 1a ngii giac MNPQR.

S
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Vi du 6. Cho hinh chép S. ABCD cé déy 1a hinh binh hanh tdm 0. Goi M, N 1an luot 13 trung diém
ctia BC, CD. Trén doan SO lay diém P sao cho SP > OP. Xac dinh thiét dién ctia hinh chép khi
cit boi mit phang (MNP).

Huéng din. Trong mit phiang (ABCD) goi E, F, G 1an luot 1a giao diém ciia MN vé&i AB, AD, AC.
Trong mit phing (SAC) goiJ = GP N SA, trong (SAB) goi K = JE N SB, trong (SAD) goi I =
JF 0 SD. Thiét dién 1a ngii giac MNIJK.

Vi du 7. Cho tir dién ABCD c¢6 M 1a trung diém cua AB va G 13 trong tim tam giac ACD. N 1a mot
diém bat ki thudc doan BC. Xac dinh thiét dién cua tr dién khi cit boi mit phang (MNG).

Huéng din. Tinh hudng nay hoc sinh d& ngd nhan MN cit AC, diéu nay chua chic xay ra vi néu
N & vi tri trung diém BC thi khi d6 MN va AC song song v&i nhau.

Chuing ta c6 thé str dung phuong phap phép chiéu xuyén tdm hodc chon giao tuyén gdc nhu sau:

e Trong mit phang (ACD), kéo dai AG cat CD tai F.

e Trong mit phang (ABF) goi I 14 giao diém cta MG va BF, hai duong thang nay chic
chén cit nhau vi % = % * % = % Giao tuyén gdc & ddy chinh 1a dudng thang NI.
e Trong mit phang (BCD) goi P 1a giao diém cua CD va NI.

e Thiét dién la t&r gidc MNPQ.
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1.2. Phuwong phap phép chiéu xuyén tim (Inner Projection Method).

. , hY
Phép chiéu xuyén tam (con dugc goi la phép phoi

canh, tiéng Anh: inner projection) dugc gi6i thiéu
ngay tu 16p 8, trong chuong trinh cong nghé — vé k§ M
thuat.

Trong khong gian, cho mét diém § va mot mit
phang (P) khong di qua S. Quy tic bién mdi diém
M trong khong gian thanh diém M’ 1a giao diém cta
mét’ phing (P) va duong thépg SM dqu goi la phép M
chiéu xuyén tam (tdm S) xudng mat phang (P). X

\
Phuong phap phép chiéu xuyén tim con dugc goi i hitpe:/a2 et m \

la phuong phap duong giong.

e Chon mot tam giac trén mit phang (a) lam
tam giac co so va xac dinh hinh chiéu cia né 1én mat day qua phép chiéu xuyén tim véi
tam la dinh cta hinh chop.

e Xac dinh cic giao diém cta tam giac hinh chiéu vé6i cac canh, dudong chéo cua day.

e Duya vio quan hé lién thudc, tim céc diém trén mit phang () tuong tng véi cac diém &
dudi mat day.

S

Vi du 1. Cho hinh chop S.ABCD ¢6 C' 13 mét
diém trén canh SC. Xac dinh thiét dién cta hinh
chop khi cit boi mit phiang (ABC") trong trudng
hop:

1. AB khong song song voi CD;
2. AB song song voi CD.

Huwoéng din. RS rang phan 1 hoc sinh c6 thé lam
bang phuong phap giao tuyén gbc. Tuy nhién
sang phan 2 hoc sinh s& khong thé giai dugc theo
phuong phdp d6 ma phai sir dung phuong phéap
phép chiéu xuyén tam.

e Chon tam gidc ABC' 1am tam giac co so.

Qua phép chiéu xuyén tdm S 1én mat phang (ABCD) thi tam giac co s¢ bién thanh tam
gidc ABC. Chung ta s& 1an luot di tim giao diém cua cac canh tam gidc ndy vdi cac canh
va duong chéo cua day.

e Trong mit phiang (ABCD) goi O 1a giao diém ciia AC va BD. Nhan thay rang diém O
thudc tam giac ABC thi s& c6 mot diém O’ twong tmg thudc tam giac co s& ABC' ma qua
phép chiéu sinh ra diém O nay. Nhiém vy ctia chung ta 13 tim ra diém 0’ do.

e Trong mit phang (SAC) thiy ngay 0’ 1a giao diém ciia SO va AC’

https://02.edu.vn



https://o2.edu.vn/

BAI TOAN THIET DIEN TRONG HiNH HOC KHONG GIAN

e Cubi cung, trong mit phang (SBD) goi D' 1a giao diém cua BO’ va SD. Thiét dién 1 tir
giac ABC'D'.

Vi du 2. Cho hinh chép S.ABCD c6 ba diém
M,N,P lan luot thuoc SA,SB,SC. Xac dinh thiét
dién cua hinh chop khi cat boi mat phang (MNP).

Hwéng din. Chon tam gidc MNP 1am tam giac co
s0. Chiéu 1én day duoc tam giac ABC. Canh AC cua
tam giac hinh chiéu nay cit duong chéo BD cia day
tai 0. Trong mat phang (SAC) goi I 1a giao diém
ciia SO va MN. Trong mit phang (SBD) goi Q 1a
giao diém cua NI va SD. Thiét dién 1a t&r giac
MNPQ.

Vi du 3. [Vi du 7 & phan 1.1.] Cho ttr dién ABCD B
cO6 M 1a trung diém cua AB va G 1a trong tAm tam giac ACD. N 1a mot diém bat ki thudc doan BC.
Xéc dinh thiét dién cta tir dién khi cat boi mit phang (MNG).

Huwéng din.

e Chon tam gidc MNG lam tam giac co s, chiéu 1én ddy duoc tam giac BNF. Canh BF cua
tam giac hinh chiéu nay cat ND tai O.

e Trong mit phang (ABF), goi giao diém cia MG va SO 1a 1.

e Trong mit phang (AND), duong thang NI cat AD tai Q.

e Trong mit phang (ACD), dudng thang QG cat CD tai P.

e Thiét dién I3 tir giac MNPQ.
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Vi du 4. Cho hinh chép S.ABCD c¢6 M 1a mot diém thudc mién trong tam giac SCD. Xac dinh
thiét dién cta hinh chop khi cit boi mat phang (ABM).

Huéng din. Trong mit phiang (SCD) goi E = SM N CD, trong mat phang (ABCD) goi F =
AC N BE, trong mat phang (SBE) goi I = BM N SF, trong mat phang (SAC) goi N = AI N SC,
trong mit phang (SCD) goi H = MN n SD. Thiét dién 14 tir giac ABNH.

https://02.edu.vn



https://o2.edu.vn/

BAI TOAN THIET DIEN TRONG HiNH HOC KHONG GIAN

Vi du 5. Cho hinh chép S. ABCD cé déy 1a hinh binh hanh tdm 0. Goi M, N 1an luot 13 trung diém
SA,SD. Xac dinh thiét dién cta hinh chop va mat phang (OMN).

Huéng din. Néu ta chon tam giac co sé 1a OMN thi chiéu xuéng mat ddy duoc tam giac OAD.
Tam giac hinh chiéu nay khong cat dugc canh nao ciia hinh binh hanh ABCD. Do d6 ta pahir chon
mot tam giac co s¢ khac.

Lay diém K bét ki thugc MO va chon MNK 1am tam giac co s6. Chiéu tam giac nay 1én mit day
dugc tam gidc ADH. Kéo dai DH cat NK tai J. Puong thiang OJ cit AB, CD tai Q, P. Thiét dién la
ta giac MNPQ.

Cach giai khac cho vi du nay xin moi xem Vi du 1 & phan 2 sau déy.

2. Mit phing () di qua mot diém va song song v6i hai dwong thiang
Chung ta thuong str dung 2 két qua sau dé dyung thiét dién. https://02.edu.vn

Néu mit phang () chtra dudng thing d ma d || (B) thi
giao tuyén ctia hai mit phing () va () néu co ciing song
song voi duong thangd. 0\ e

Hai mit phiang phan biét cing song song voi mot
dudng thang thi giao tuyén néu c6 cta ching ciing https://02.edu.vn
song song voi duong thiang do. /

e
] g
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Vi du 1. Cho hinh chép S. ABCD c¢6 day la hinh binh

hanh tim 0. Xéc dinh thiét dién ciia hinh chép khi cat
boi mat phang () di qua O va song song vé6i SB, SC.
Thiét dién 13 hinh gi?

Huéng din.

Vi du 2. Cho hinh chép S. ABCD c6 day 14 hinh binh
hanh. Goi (P) la mit phang di qua diém M thudc
doan AC va song song v6i hai dudng thing BD, SA.
Hay dung thiét dién ctia hinh chép voi mit phang

(P).

Huoéng din. Ching ta phai xét hai truong hop, diém
M nim trong doan AO va nam trong doan OC, véi
O 1a tdm hinh binh hanh.

Truong hop 1. Néu M niam trong doan AO.

Truwong hop 2. Néu M nim trong doan OC.

BAI TOAN THIET DIEN TRONG HiNH HOC KHONG GIAN

Qua O ké dudng thing song song véi SB, nd
cit SD tai N. N 1a trung diém SD vi ON la
duong trung binh ctia tam giadc SBD.

Tuong tu, qua O ké dudng thing song song véi
SC, n6 cit SA tai trung diém M.

Mit phang () chinh 1a mat phang (OMN).
Puong thing MN nim trong mat phang (OMN) va song song véi (ABCD), nén giao tuyén
d cta hai mit phang (OMN) va (ABCD) phai song song v6i duong thang MN.

Ma giao tuyén d chic chin phai chira diém 0. Do d¢, d 1a dudng thiang di qua O va song
song MN, tuc la cling song song v6i AD.

Puong thang d cit AB, CD tai Q, P thi thiét dién 14 hinh thang MNPQ.

S

Qua M dung duong thing song song véi
BD,n6 cit AB 6 E, cat AD & F.

Qua E, M, F 1an luot dung cic duong thang
song song voi SA. Chung cit SB, SC, SD lan
luottai I, H,G.

Thiét dién 1a ngii giac EFGHI.

Qua M dung duong thang song song v&i BD,
nd cit DC § E', cat BC ¢ F.

Qua M dyng dudng thiang song song vdi SA,
né cat SC tai H'.

Thiét dién 13 tam giac E'F'H'.
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Vi du 3. Cho tir dién ABCD ¢6 I, ] lan luot 12 trung diém
ctia AB,CD. Goi M 1a mot diém trén doan IJ va (o) la
mat phang qua M dong thoi song song v6i AB, CD. Xéac
dinh thiét dién cua tr dién khi cit boi mat phang (a),
thiét dién 13 hinh gi?

Huéng dan.

e Trong mit phang $\left( {ABJ} \right).$ qua
$MS$ ké duong thang $d$ song song véi $AB.$
DPuong thang $d$ cat $BJ,AJ$ lan luot tai SE$
va $F.§

e Qua $E$ ké duong thing song song vdi $CDS,
né cit $BC,BDS tai $HS va $KS.

e Qua $F$ ké dudng thang song song v6i $CD$, n6 cit SAC,ADS tai $P$ va $QS.

e Thiét dién 14 hinh binh hanh $HKQPS.

B

Vi du 4. Cho hinh chép S.ABCD ¢6 M, N 1a hai diém trén AB, CD. Goi () 1a mit phang chira MN
va song song véi SA. Xac dinh thiét dién ctia hinh chép khi cat bai mat phing ().

S

B

Hwéng din. Goi MN N AC = 0. Qua M, O cic ké dudng thang song song v4i SA, chiing cit SB, SC
lan luot tai P, Q. Thiét dién 1a tr giac MNQP.
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3. Mit phing () di qua mét diém va vudng goc voi mot dwong thing
Chung ta chuyén quan hé vudéng goc sang quan hé song song nho dinh 1y:

Cho duong thang d vudng goc v6i mat phiang (P) thi moi duong thang 4 vudng goc véi d déu
song song hodc nam trong mit phang (P).

LA

Truong hop mit phing () chira duong thang a va vudng goc véi mit phang (P) thi chiing ta tim
mot dudng thang b vudng goc véi mit phang (P). Khi d6, miat phang («) s& song song hodc chta
duong thang b.

Vi du 1. Cho lang tru dimg ABC. A’B'C’ c6 day 1a tam giac nhon. Mit phiang (P) di qua A va vudng
goc voi A'C. Biét rang CC' > AC, hily dung thiét dién cua lang try khi cat boi mit phang (P).

Huéng dan.

Ké dudng cao BH cua tam giac ABC thi d& thdy BH
vudng goc vai (ACC'A"). Do @6 BH vudng goc voi
CA'. Ma (P) ciing vudng goc véi CA' nén suy ra BH
song song hodc nam trong (P). D& thiy kha nang BH
nam trong mit phang (P) khong xay ra, vi khi d6 AH
vuodng goc voi A'C, day 1a didu vo 1y.

Trong mit phiang (ACC’A") ké dudng thing vudng
goc v6i A'C, duong thang nay cit CC’ tai F. Piém F
nam trong doan CC’, vi CC' > AC.

Qua H ké duong thang song song véi AA’, nd cat AF
tai K. Tir K ké duong thing song song v6i BH, dudong
thang nay cit BB’ tai E.

Thiét dién can tim 14 tam giac AEF.
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Vi du 2. Cho lang tru dimg ABC. A'B'C’ ¢6 déay 1a tam giac nhon. Mit phang (P) di qua B va
vudng goc voi A'C. Hiy dung thiét dién cua ling tru khi cit boi mat phang (P).

Hwéng din. Ké dudng cao BH cua tam gidc ABC thi d& thiy BH vudng goc voi (ACC'A’). Do
d6 BH vudng goc v6i CA'. Ma (P) chita B va vudng goc véi CA’ nén suy ra BH nam trong mit
phang (P).

Qua H, ké dudng thing d vudng goc véi A'C. Luc ndy c6 2 trudng hop cb thé xay ra:

e Duong thang d cit CC’' tai K nam trong doan CC' thi thiét dién 1a tam gidc BHK.
e Duong thing d cit CC’ tai K nam ngoai doan CC’ va cit canh A'C’ tai M. Néi BK cét B'C’
tai N. Thiét dién 1a hinh thang BHMN.

Vi du 3. Hinh chop S.ABCD c6 day la hinh vuong, canh SA vuong goc voi day (ABCD). Goi (P)
1a mat phing di qua A va vudng goc voi SC. Xac dinh thiét dién cua hinh chép va mit phang (P).
Huéng din. Goi H,K, I lan luot 14 hinh chiéu s

vuong goc cua A 1én cac canh SB, SC, SD.

Ta c6 AK vudng goc v6i SC ma mit phang (P)
chtra A va vudng goc véi SC nén suy ra AK nam
trong mit phang (P).

Chtrng minh dugc AH vudng goc véi (SBC) nén
suy ra AH 1L SC. Ma (P) L SC, nén suy ra AH
cling nam trong mat phang (P).

Chumng minh tuong tw ¢6 Al cing nam trong mit
phang (P).
Thiét dién 1a tir gidc AHKI.
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Vi du 4. Hinh chép S.ABCD c6 day la hinh
vuong canh a, canh SA = av'2 va vudng goc voi
day. Dung duong cao AH cua tam giac SAB.
Chtig minh ti sb % = % Goi (P) 1a mit phang
qua A va vudng goc v6i SB. Mit phang (P) cat
hinh chép theo thiét dién 14 hinh gi? Tinh dién
tich thiét dién.

Huwéng din. Chirg minh dugc CB vudng goc
véi (SAB) nén suy ra CB vuong goc voi SB.
Ma (P) vuong gbc voi SB nén suy ra CB song
song voi (P), CB khong thé nim trong mit
phang (P) vi khi d6 4, B, C, D dong phang.

Qua H ké dudng thang song song vdi CB, nd
cat SC tai K.

5a2v6
18

Thiét dién 14 hinh thang AHKD, dién tich bang

Vi du 5. Hinh chop S. ABCD c¢6 day la hinh thang
vuong tai A va B v6i AB = BC = a,AD = 2a. Canh
SA = 2a va vudng goc voi day (ABCD). Goi M la
mot diém trén canh AB sao cho AM = x v6i 0 <

x < a.Gia sir mit phang (P) la mat phang qua M
dong thoi vudng goc véi AB. Xac dinh thiét dién cua
hinh chép voi mit phang (P), thiét dién 1a hinh gi?
Tinh dién tich thiét dién theo a va x.

Hwéng dan. Vi (P) va SA cung vudng goc véi AB
nén suy ra SA song song vdi (P). Qua M ké cac

duong thang song song véi SA, AD, chung cit SB, CD B C
lan luot tai M va Q. Qua N ké dudng thang song song v&i AD, no cét SC tai P.

Thiét dién 14 hinh thang vuéng MNPQ c6 dién tich bang 2a(a — x).

Yi du 6. Hinh chép S. ABC c6 day la tam giac S
deu canh a. Canh SA = 2a va vudng goc voi
day. Mit phang (P) qua B va vudng goc v6i SC.
Tim thiét dién cua hinh chép véi mat phang (P)
va tinh dién tich cta thiét dién nay.

Hwéng din. Goi H 1a trung diém AC thi vi tam
gidc ABC déunén coé BH L AC. Ma BH L SA
nén suy ra BH L (SAC).

Suy ra BH L SC, tirc 1a BH nam trong mit phang
(P).
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Qua H ké dudng thing vudng goc v6i SC, no cat SC tai K.

Thiét dién can tim 13 tam giac BHK vudng tai H. D& dang c6 BH = %g Tir tam giac ddng dang

. 2
SAC va HKC tinh dugc HK va suy ra di¢n tich tam gidc BHK bang = 2\21_5.

Vidu 7. Hinh chép S. ABC c6 day 1a tam giac vudng can tai B, canh 8
AB = a. Canh SA = a/3 va vudng goc v6i day. Lay M 1a mot diém ‘
tuy y trén canh AB, dit AM = x v6i 0 < x < a. Goi (P) la mat
phang qua M va vudng goc voi AB. Xac dinh thiét dién cua hinh chop

va mit phang (P). Tinh dién tich cta thiét dién d6 theo a va x, tim x

dé dién tich thiét dién co gia tri 16n nhét.

Huéng dan.

Mit phang (P) chinh 12 mit phing di qua M va song song voi
SA,BC.

Qua M ké cac duong thang song song voi SA, BC, chiing cit SB, AC 1an lugt tai N, Q.
Qua N ké dudng thang song song v6i BC, nd cat SC tai P.
Thiét dién 13 hinh chir nhat MNPQ nén dién tich dugc tinh boi cong thic
s=MN x MQ
Vi MN || SA nén c6 == = = tir do tinh dwgc MN = v3(a — x). Lam twong tu, ciing tinh dugc

MQ = x va suy ra dién tich thiét dién 12 s = v3x(a — x). St dung bt dang thirc Cauchy, chung
ta co

x(a—x) L——F——==
- 2 2

, 2
Twr d6 suy ra dién tich 16n nhat 1a %g dat dugc khi x = %
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